Bases mixtes ondelettes-gaussiennes pour le
calcul des structures électroniques :
exploration préliminaire 1-D

QUANG HUY TRAN

Dinh Huong Pham (IFPEN)
Valérie Perrier (LJK)
Luigi Genovese (CEA)

e

. €nergies
QanouJeglles

Modélisation et Calcul Scientifique (INRIA) Bases mixtes en chimie numérique 07/01/2014 1



Sommaire

Contexte et motivation
m Calcul des structures électroniques
= Propriétés de la fonction d'onde
m Bases usuelles

Un modéele réduit de chimie quantique
Deux bases “pures” et une base “mixte”
Extensions

Conclusion

Modélisation et Calcul Scientifique (INRIA) Bases mixtes en chimie numérique 07/01/2014 2



1 Contexte et motivation 1.1 Calcul des structures électroniques

Calcul des structures électroniques

. . . . . b-initio
m Déterminer la distribution microscopique des
électrons d'un systéme moléculaire au moyen -~
ienna

ulation

d’une simulatiorab initio (n'utilisant que les lois
fondamentalede la mécanique quantique)

m Déduire, a partir de la fonction d'onde des
électrons, les propriétés macroscopiques du
systeme

= Nombreux logiciels® 70) qui se différent, entre abinit
autres, par les fonctions deisechoisies.

BigDFT, développé par le CEA Grenoble, utilise it ih
lesondelettede Daubechies [EauvIN 2005], i Es
notamment pour des raisons de performance h Wf‘g
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1 Contexte et motivation 1.2 Propriétés de la fonction d’onde

Propriétés de la fonction d’onde

m On démontre que la fonction d’'onde présente un pointdeoussement
a chaqgue position de noyau (ensemble proton-neutron d’un atome). E
dehors de ces singularités, elle est bornée et infinim@nticre

m |l estimportant de bien choisir la base de discrétisation pour capter
I'effet physique désiré (valeur au point de rebroussement ou vargatio
dans la région inter-nucléaire, par exemple)

m Ce choix repose sur l'intuition et keavoir-fairede I'utilisateur
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Bases sans maillage

m LCAO (Linear Combinations of Atomic Orbitals) et STO (Slater Type
Orbitals) : une ou plusieurs fonctions 8é&terpar noyau ; précis pour le
point de rebroussement mais trés coditeux en CPU

m GTO (Gaussian Type Orbitals) : une ou plusiemms ssiennepar
noyau ; peu précis pour le point de rebroussement mais tres économ

m CGTO (Contracted Gaussian Type Orbitals) : une ou plusieurs
gaussiennes contractéaar noyau, compromis entre STO et GTO
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Bases avec maillage

m Eléments finis, e.g., fonctionsiapeauPy : bien adaptées a la région
inter-nucléaire avec une taille de maillage “raisonnable” ; nécessité d
raffiner le maillage au voisinage du point de rebroussement

m Ondelettes d®aubechiesorthogonales et a support compact : nécess
d’augmenter le nombre de niveaux (actuellement limité dans BigDFT

15 Daubechies 12 tap wavelet

scaling function
_wavelel function |
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1 Contexte et motivation 1.3 Bases usuelles

Bases plus sophistiquées

m LoNGO(2011) a proposé de combiner ces deux types de bases afin «
tirer le meilleur parti de chacun. L'objectif de la collaboration
IFPEN-CEA-LJK est de continuer a explorer cette voigjinale

m Par rapport aux approches pilusditionnellescomme 'AMR
[HARRISON et al. 2004], [MGY et PPEK 2010], on espere gagner en
nombre de degrés de liberté par noyau (1 au lieu de 6, par exemple)

A

RN
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Schradinger avec potentiel delta
m Un électron est soumis a I'attraction d’un noyau de ch@rgéacé en

x = 0. Son état est décrit par ufection d’'ondey € HY(R) et un
niveau d’énergi€ € R tels que

—%W' + <— %50> ¢ =Ey  probléme de valeur propre  (la
/ |¢(x)]2 dx=1 norme du vecteur propre (1b
R

ou A = Z~1 est une longueur caractéristique

m L'unigue solution, au signe dg prés, de ce probléme est
_ 1 X _ 1
e (X) = ﬁ exp (— K) [Slatet, E. = A2 (2

C’est aussi I'étafondamentadu systéme (plus pet possible)
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Formulation en énergie

m Le probléme (1a)—(1b) s’interpréte comme la recherche des points
critiques de la fonctionnelle dhergie

=5 [P = Tlw(oP €

sur le sous-ensemble) € H'(R), [[¢|7) = 1}
m La solution(v, E,) donnée en (2) réalise

E, = inf @(w) (4)
YeH(R), [l

L2®)

m Cette interprétation est a I'origine de la stratégie d’approximation de
Galerkin
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Approximation de Galerkin

m Soit %y c HY(R) est un sous-espace de dimensior: M. Pour le
calcul de I'état fondamental, on remplace la minimisation (4) par

inf ¢y ®)
¢67M7||¢||L2(R):1 ( )

m La solutionyy, ainsi obtenue a une énergieperieurd celle de la vraie
solution

E7/M = €(¢7/M) > QE('QZ)*) = E. (6)

m L'énergie apparait ainsi comme un critéreurelde comparaison entre
solutions approchées, méme plus “naturel” que I'erreur, méme si on ¢
I'équivalence

Collvrsy — ¥ullfam) < €(Wny) — €(W) < Cillvny — Yulfamy  (7)
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2 Modele 1-D 2.2 Approximation de Galerkin

Probleme matriciel
m On décompose

M
D) = Yi§(x) 8)
j=1

dans une basgj}1<j<m de . La formulation variationnelle de (5)
conduit a la recherche de la plustitevaleur propre de

AU = 2EBVU, U'BY =1 (9)
m Les matricedA etB d’ordreM sont données par
A ={a(§, &) haijem, B ={b(§, &)} i<ijom (10)

avec les formes bilinéaires symétriques

aw.0) = [0S0 b Tu00©)  (11a)
b(.6) = [ 09309 o (11b)
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte” 3.1 Base GTO

Base de gaussiennes

m Poura > 0, on définit lagaussiennanitaire en normé?

(X) = 1 exp( — X—2 (12)
m Poura= (a,ay,...,aq) € R?, on considére le sous-espace
7Q(a) = Vec{da,(-), 1<q<Q} (13)

Tout élement) € 7g(a) prend la formecontractee
Q
$(X) = dqdey (X) =: CG(a. d. x) (14)
g=1

m L'approximation sur ce sous-espace conduit au probléme matriciel
AU = 2EBU, U'BY =1

ou les matrice#\ etB, d’ordreQ, peuvent étre calculées analytiquemer
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte” 3.1 Base GTO

Longueurs caractéristiques optimales

m Poura e R?r fixé, la solution approchée est notée
Vin@ = CG(a,d(a),") et Eyyna) (15)
m Les longueursy sont a optimiser par critére d’énergie. On cherche

a, = arg mig Evo(a) (16)

BERJr

Dans cette étape, la fonction objectif n’est pas quadratique
m SolutionspouQ =1, 2,3

Q & /A d@.)
1 /2 1

2 (0.202009 1.013952 (0.891491 0.162129

3 (0.063854 0.32384Q 1.156697) (0.030546 0.253729 0.788039

On sauvegarde, pour usage ultérieur, ces solutions
Urg(a) = CO(a, de = d(a), ) a7
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte” 3.1 Base GTO

Solutions exacte et approchée ), base gaussienne

T T T T T T
— exact
approchée 1-G
031 approchée 2-G |
approchée 3-G
0.25- il
0.2 1
0.151 1
0.1 il
0.05- il
0

60

m La pointe erx = 0 est mieux approchée, mais pas les autres régions
m Erreurs relatives SUE :
0.36 (base 1-G) ; 0.12 (base 2-G) ; 0.05 (base 3-G)
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Reformulation en domaine borné

m Sile domaine spatial est limitéd=] — L, L[, on doit faire intervenir
les conditions aux limitesansparentes

P(-L) = vV=2BEy(-L) =0, /(L) +V-2Ey(L)=0 (18)

m Ces CL conduisent & une formulation variationnelie-lineaireen
v = 2E : chercher(y, v) € HY(Q) x R tels que pour toup € H1(Q),

/Q W&+ (L) d(—L) +(L)d(L)]) —26(0)$(0) = v /Q b6 (19)

m Larenormalisation correcte pourest donnée par

12 2
[+ S [EDE WO 0
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Equivalence avec le probléme en domaine infini
m Le systeme (19)—(20) s’interprete pnint-selledu lagrangien

—1)/2 2
2(¢71/):}/’¢/‘2+\/_—V[W( )| +w<ZL>|]

- glvor-5( [ we-1) 21)

m La solution(v., E,) du probléme suR estaussisolution de (19)—(20),
probléme suf). De plus,

E. = £(¢¥x,v) = min max £(v, 22
(o) = min  max£(y,v) (22)

m Si 7 estun sous-espace Heé (1) alors

Ey = L(y,vy) = 31!9 Vrg]gfﬁ(w, v) > E. (23)

On préserve ainsi lerincipe d’énergiede Galerkin
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte” 3.2 Base P

Base P,

m On découpé) enM;, — 1 intervalles de longuednr, avecMy, impair, de
sorte que la singularité= 0 coincide avec un nceud. On considére les
Mp fonctionschapeaus; h associées aux nceuds et le sous-espace

Yh = Vect{dip, 1<i< My} (24)

m La discrétisation de (19)—(20) suf, donne lieu a un probléme matriciel
non-linéairede la forme

(A+ V-vC)V¥ =vBY¥ (25a)
ot (B + 2\/1_7 c)\p ~1 (25b)

m On résout itérativement ce probléme panumit fixe
(A+ /=Y C) Yyt = Viks1) BY (ks (26a)

1
. (B + N c) Wpp) = 1 (26b)
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. ,
Solution calculée

Solutions exacte et approchée
T T T T

— exa

ct
_ _ _approchée, bas Py
03 --- base 2-G |

m Erreur relative suk = 0.19 pourA /h = 0.5 (rappel : 0.12 en 2-G)

m Les solutiong-G sont meilleures autour de la pointe- 0, mais la
solution R est meilleure dans le reste du domaine.
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Mesures d’erreurs

m Les erreurs relatives s, v et)’ ne dépendent que du rappdrth

Erreur relative sur E Erreur relative sur (s Erreur relative sur
10° 10° 10°
107 107 107
107 R 107 R 107
107 10° 107 10° 107 10°
Alh Alh Alh

m QuandA/h — oo (maillage fin),

Ev, — Ex ~ 2 [lobv, — 9sllo ~ W2, (|9, — 9Ll ~ h

m QuandA/h — oo (maillage grossier), les erreurs relativesl
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte” 3.3 Base mixte

Base mixte P;-CG
m Dans la définition (14) d’'une gaussienne contractée

G(a, d,x) Z:dqgaq (27)

lesga, sont appelées IemlmltlvesdeCG(a, d,-).
® Lasolutionyy,,,) = CG(a., d, -) dans une base optimisée

7(a.) = Vec{ga;, 1< q< Q} (28)
est la “meilleure” possible ave@ primitives. On souhaite #joutera la
base R.

m Rien n'assure que les longueurs “optimalas’testent optimales en
présence des fonctions chapeaux. On se donne donc un tallxidé&on
r > 0 pour définir

CGhH(x) := CG(ra., d,,x) = qug,aq (29)
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte” 3.3 Base mixte

m En basenixie Q-G, I'approximation de Galerkin sur le sous-espace
ho = "h ®R CGqy(-) (30)

conduit a la solutlomwa,/'{Q, E%{Q)
m Pourhfixé, lameilleuregaussienne contractée supplémentaire

correspond a
re =arg rrglonE«yhr’Q (31)

m Les matriced\, B etC du probléme matriciel

(A+ V-vC)V¥ =vBVY (32a)
\I:T<B+2\/1__Vc)\1/:1 (32b)

ont une nouvelle ligne et une nouvelle colonne. Elles peuvent toutes
calculéesanalytiquement
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte” Base mixte

Erreurs en base mixte 1-G

Erreur de E Erreur de
10° 10°
10" 107"
1072 10°
107 10°
r optimal r optimal
—_—r=1 —_—r=1
104 % Domain borné, base P1 107 % Domain borné, base P1
Domain infini Domain infini
107 10° 107 10°
Alh AR
Erreur de la dérivée de g Dilatation r optimale
a5
10
Eem———— 4
. 35
10"
3
102 25
N ——
107 15
r optimal 1hs
—_—r=1
107 > Domain borné, base P1 05
Domain infini
2 o o -2 o
10 10 10 10
Ah AR
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte” 3.3 Base mixte

Observations

®m QuandA/h — oo (maillage fin), les fonctions chapeaux dominent et or
2 2
Evro = B~ b ldbyry = tullie ~ 0% [0 = ¢ifle ~ b

La dilatation optimale, peut monter jusqu’a 4

m QuandA/h — 0 (maillage grossier), la gaussienne supplémentaire
contribue a réduire significativement I'erreur. Tout se passe comme s
elle était seule dans la base. La dilatation optinnalest proche de 1

m La diminution de I'erreur sur I'énergiE se quantifie par un facteur entre
3 et 10. Pour atteindre le méme facteur diminution d’erreur en bgsk F
faudrait raffiner le maillage entre 2 et 100 fois !
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte”

Bases mixtes 1-G, 2-G et 3-G

m Comparaisons de base & base mixte Rgaussienne 1-G, 2-G, 3-G

Base mixte

Dilatation r optimale pour une Base mixte Erreur relative de E
—+— roptimal, 1-G 10°
—+—roptimal, 2-G
25— roptimal, 3-G m""hu.
20 1
=q07f R T
- S
<
E 151 1 e
= 8
S F- I e o S
&
10 1
| =—t— 1-G, r optimal
--=1-G,r=1
| 10" ?F| —#— 2-G, r optimal
sl ] - = =2-G,r=1
——#— 3-G, r optimal
| - ==3Gr=1
O  Base P1, Domaine borné
E Base P1, Domaine infini
0 . :
107 10° 107 10°
Nh L/h
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3 Deux bases “pures” et une base “mixte” 3.3 Base mixte

Observations

m En augmentant le nombre de primitiv@son réduit I'erreur relative de
presque 3 fois. Par exemple, quakth = 0.04, les erreurs relatives sur
E correspondantes sont

0.33— 0.12— 0.04

m En base mixte, les courbes d’erreurs ont le méme ordre de convergel
ie.,

vy —Ee~ P2 gy — ulle ~ B, [y, = ¥illz ~ b

quandA/h — oo

m Plus on augmente le nombre de primiti@splus la dilatation optimale
r varie. Sa courbe commence a 1, et peut atteindre 25 en certain poir
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4 Extensions 4.1 Potentiel delta en maillage décalé

Potentiel delta en maillage décalé

m On décale le maillage de sorte que la pointexen0 ne coincide plus
avec un nceud du maillage. Néanmoins, la gaussienne contractée
supplémentaire reste centréexer 0

/

0<6<0.5fixé

eh 0 (1-0)h

m Les étapes de résolution sont similaires, méme si les expressions de:
matricesA, B et C sont un peu plus compliquées (déja ah P
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4 Extensions 4.1 Potentiel delta en maillage décalé

Comparaison entre base P, et base P;-CG

m Courbes d’erreurs relatives sur le niveau d’énergie

Erteur relative de £ base P,

. Errrelaive de  base mixte 1-G, r opimal Erreur reaive de €, base mixte 2-G, roptimal Erteurreaive de €, base mixte 3-G, roptimal
10° 10° - 10° T 10" T

10°F 107
107k 07

p—ry p—r

p——r — =01

— om0z — 602

—o-03 —o-03

— 604 —6-0s

o-0s 6-05
10 10" 10 10" 10" 10" 10 10"
A A An

Ah

m Dans la base R plusé s’approche de 0.5, plus 'erreur est élevée. Dan
la base mixte, la maximum d’erreur est atteint autouf ¢e0.3
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Potentiel double-delta
m Un électron est soumis a I'attraction de 2 noyaux placésR2 et de
charges identiquea. Son état est décrit par fanction d’onde
Y € HY(R) et I'énergicE € R vérifiant
1 1
—51/)" + ( N [5—R/2 + 5R/2]>¢ =Ey (33a)
1 lE2my = 1 (33b)

ouA = Z~ 1 est une longueur caractéristique
m SiR > A, deux solutions. L'étatondamentaest donné par

¢*(X) :]:‘*|:exp<_ w> _|_exp<_ w>:|, (34a)
D. D.
1

E.=—==,
2D2

(34b)

ouD, = D.(A,R) etl', = I',.(A, R) sont connus analytiquement
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Comparaison entre base P, et base P;-CG

m Solutions pouR/A =5,A/h=0.5

solutions exacte et approchée, double delta, BASE P1 Solutions exacte et approchée, double delia, BASE Mixte 1G Solutions exacte et approchée, double delia, BASE Mixte 2G
02F 4 o02F o02F
0.15] 015 015
)
.
‘
04 [N 04 0]
e
'
'
Yy
"
k]
|
I
0.05] ' 005 y 005
' ¥
| o
v
J xact oxact
pprochée approchée
coefficients P, coefficients P,
Too 50 o Too 50 o 50 00 Too 50 [ 50 100

m Les gaussiennes contractées aident la solution a mieux approcher le:
deux pointestR/2, ce que les fonctions chapeaux ont du mal a faire.
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Bilan

m Faisabilité etfficacitede la méthode des bases mixtes sur un modéle
chimie quantique trés simple

m L'ajout d'une gaussienne contractée dans une bapedexistante divise
I'erreur sur I'énergie par un facteur entre 3 et 10. Pour avoir le méme
gain en base R il faut raffiner le maillage entre 2 et 100 fois !

m Trespeude degrés de liberté supplémentaires, comparé a une métho
de raffinement local. Leurcodiréside en fait dans le réglage du
parameétre de dilatation
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Perspectives

= Etudier la fonction objectiE[r] du probléme de minimisation, afin d’en
déduire des algorithmes mieux adaptés ou une meilletraisation

m Elaborer desstimateurd’erreur a posteriori sur I'énergie afin d’arréter
a temps l'optimisation

m Tester la méthodes avec des “vraies” ondelettes de Daubechies a la |
des fonctions B, pour voir si les mémes conclusions restent valides

m Pour se rapprocher davantage des modéles de Hartree-Fock et de

Kohn-Sham, passer au cas d'une équation de Schrodingeiinéairg
notamment

1 1
~50" 4 (= 00w+ By = o (35)
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